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E utbm _ .
Ll e Fractions rationnelles

1. Généralités

1.1.Rappels

e K=RouC

®  Un polyndme s’écrit sous la forme : P(X) = Zak.xk avec ay = 0 sauf
k=0

pour un nombre fini de k et P(X) €e K, [X]

1.2. Définition d’'une fraction rationnelle

A(X)
B(X)'
le quotient de deux polyndmes avec A(X)e K[X]etB(X))e K[X]\{0}

On appelle fraction rationnelle a une indéterminée X sur K et on note

On note K ( X) I'ensemble des fractions rationnelles a une indéterminée sur K.

X®+5X?+X +5 o
Exemple : F(X) = TR est une fraction rationnelle

F(X) e K(X)

1.3. Opérations sur K( X))

On peut définir sur K( X ) les opérations suivantes :

P(X) , R(X) _|P(X).5(X) +R(X)Q(X)
Q(X)  S(X) Q(X)-S(X)

P(X)  R(X) _|P(X)-R(X)
Q(X)  S(X) | Q(X).S(X)

2. Racines et pdles d’'une fraction rationnelle

2.1.Fraction irréductible

P(X)

On dit qu’une fraction rationnelle —X estirréductible si P (X) et Q ( X) sont premiers entre eux.

Il existe toujours un représentant irréductible d’une fraction rationnelle
(il suffit de diviser P ( X ) et Q ( X) par un PGCD).

X3+5X2+ X +5 [(X+5).(X*+1) _ X?+1

E le: F(X)=
Bxemple - F(X) == 7 53 X3(X +5) X3
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2.2.Définition d’une racine

soit F(X ) = PX) irréductible.
Q(X)

On dit que a € K est une racine d'ordreh € Nde F (X)) sia estracine d'ordre hde P ( X)

2.3. Définition d’'un pdle

. P(X) ..
Soit F(X) = X irréductible.

Ondit que a € K estun pble dordreh € Nde F (X ) sia estracine dordre hde Q ( X)

XA+ X2+2X2+ X +1

Exemple : a) Trouver les racines et les polesde F (X ) =
X2 +3X?+X +3

Pbéle X=-3
5
X +3 X% + X +3 ¥ & 3
b8 (* B X% 44
X +3
- X 453
ch*"l\C o
Q&)= X+3)( XT+1)
F\r:-h{,u{'\.Lb = (3 (X) ? X: o K m@(’" A4 Ao G CJ{_Q_ P(X,I
; : 2
bﬁ\ orhoud eha_ M{.x ? (}() —1,!.‘1/\-. K + 1
XU XD L2 X% + X 4 vl
I 3. Y24+ X 41
X® 4+ X +X+1
A EX
X FA
- K il
()
Donc le polyndme P (X ) s'écritP (X)= (X +1).(X°+X+1) etQ (X)sécritQ(X)= (X +1).(X+3)
o X2+ X +1
Forme irreductible : F(X ) = —————
X+3
Racinesde P (X):A=1-4=-3<0 deuxracines (—1+i\/§)/2et (—1—i\/§)/2

deux racines d’ordre 1 dans C ( pas de racine dans R) et un pole d’ordre 1 qui vaut - 3
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X*—6X3+12X2-10X + 23

b) Trouver les racines et les poles de F (X)) = >
X +8X +16

Racines de P ( X) : 1 racine évidente

X““€X3+41-X1-40){'+3 Moo 4 4
HN . g WIS X< +EX -3

sV AT LT - 90X + 3

w G L &

X% _ Ao X +2
KT - X

- X +3
— 3% 4 3

-—

&
§ o nsais Goidedde de | X O- ST PR3

X2 SX 42X -3 X — 4

—

X2 - o e i N
~ 4y 2 +FX- 3
T S
G G
" i 8
G

orX?—4X+3=(X-1)(X-3)
doncP (X)=(X-1)%(X=3) etQ(X)=(X+4)?

forme irréductible : 1 est racine d’ordre 3, 3 est racine d'ordre 1 et — 4 est p6dle d’ordre 2.
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3. Décomposition d’'une fraction rationnelle

3.1.Pdles réels simples

A(X)
B(X

éléments de la forme (X — A ) racines réelles simples, alors F ( X ) se décompose de fagcon unique dans R ( X)

Soit F (X) = une fraction rationnelle de R ( X ), avec deg ( A ) < deg ( B) et B(X) ne comportant que des

comme une somme d’éléments du type :

4

(X——“ avec ai,/1i e R

dont les dénominateurs divisent B ( X).
. . AX) _ &, % . . 3
B(X) (X-A)(X-2,)..(X-4) X-4, X-4, X=-1,

C’est la décomposition en éléments simples.

Une maniére simple de calculer les a est de multiplier les deux membres de la fraction

par (X — /]i ) puis de dire X = /1i ce qui donne par exemple g, .

20 —x+1)

X2 —=2x2—x+2

Exemple : Décomposez en éléments simples la fraction suivante : F(X) =

Pbles simples: 1; —1et2 on écrit B(x) = (X — 1).(x+1).(x-2)

Donc DES
2 _
F(x) = 2(x*-x+1) _ a N b L+ C

(x—l).(x+1)(x—2)_x—1 X+1 xX- 2

Pour trouver a, on multiplie par ( x — 1)
2(* - x+1).(x-1) _a.k- D,b.&-1) ck-1
(x-1).x+1).x-2) x-1 X+ 1 X— 2
2 -x+1) _2(Qy-m1_ 2 B

On simplifie et on remplace x par 1 qui est la racinede x—1 = =—=-1=a

(x+1).(x-2) @+ 1. 2) -2

F(x).(x-1) =

Pour trouver b, on multiplie par ( x + 1)
2(x* - x+1).x+1) _a.k+ D, b&k+1) ck+ 1

F(x).(x+1) =
(x=-1).(x+1).x-2) x-1 x+ 1 X— 2

2(X* —x+1) _ 2(C1f+H 1 _ 6 . _

On simplifie et on remplace x par -1 qui estlaracinede x + 1 = = = =
(x-D.x-2) (-1-1D.c+2) 6

Pour trouver ¢, on multiplie par ( x - 2)

FOx). (x-2) = 20¢ -x+1).0¢=2) _a.x= 2) b= 2) c.k= 2
(x-1).x+1).x-2) x-1 x+1  x-2

20 -x+1) _2((2f-2+1)_ 6_
(x+1).(x-1) (2+1.(>1) 3

2=c

On simplifie et on remplace x par 2 qui est la racine de x— 2 =

F(X) = —1+ 1 N 2
Xx-1 x+1 x-2
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3.2.Pdles réels d’ordre 2 ou plus (poles doubles ou multiples)

A(X)

Soit F (X) =
B(X)

une fraction rationnelle de R ( X ), avec deg ( A) < deg ( B) et B(X) comportant des éléments de

la forme (X — A)" racines réelles multiples, alors F ( X ) se décompose de fagon unique dansR ( X):

AX)_ AX) _ &, 3 o, &
B(X) (X-A)" X-4 (X =2)? (X =A)"

F(X)= avec 8 ,A cRetne N*

On calcule d’abord @, en multipliant les deux membres de la fraction par (X — A) " puis de dire X = A ce qui donne a,
Pour les autres termes, on multiplie la fraction par X puis on fait tendre X vers plus l'infini.

Exemple : Décomposez en éléments simples la fraction suivante : F(X) = 3} -9 - X
X : z i ion suiv : =
x*—2x° - 3x*+ 4x+ 4

Pdles doubles : — 1 et2 on écrit B(x) :(x+1)2.(x-2)2
Donc DES

- -X _ a b C d
F(X)= > > = + + +
(x+1)?.(x—-2¢¥ x+1 x+1f x-2 &- 2f

Pour trouver b, on multiplie par ( x + 1)

_ (3¢ -9x"-3X).x+ 1f _a.k+ 1)2+b K+ 13+c X+ 15+ d x+ 1
(x+1)%.(x— 2) x+1 (x+ 1¥ X— 2 k- 2j

On simplifie et on remplace x par - 1 qui est laracine de x + 1

3 -X-X_3C1-9C1-3¢c1) -9

(X-2) (-1- 27 9 L=h

F(x).(x+1)>

De méme pour d, on multiplie par ( x - 2)2

(3¢ -9x* - X).x- 2f _a.k- 2)2+b K- 2f+ c X— 23+ d X- 2j
(x+1)*.(x— 2y X+1 (x+ 1f X— 2 &- 2§

On simplifie et on remplace x par 2 qui est la racine de x — 2

3 -9x%-3 _ 3(2F- 9(2f- 3(2) - 18

T (x+1)? (2+1y 9

F(x).(x-2)?° =

-2 =d

Pour trouve a et ¢, on multiplie F(x) par x

_ (3¢ -9 -3)x _ ax Lo bxoex ok
(x+1)%.(x-2¥ x+1 x+1f x-2 k- 2f

et on fait tendre x vers + co ce qui est équivalent a

B --X)x . X _ax  bx ox  dx
lim 5 > =Ilm —=3 lm—+—+—+—=a+c Donca+tc=3
xote (X+1)°.(X— 2) Xt X xote X XS X X
Il nous manque une équation pour connaitre a et ¢ ; on choisit une valeur particuliere simple qui n'est pas un pole de
F pour calculer F

a -1 c -2
F(0)=0= —+—2 +—+t— =
1 I -2 2)2
a-c/2=3/2 ce qui est équivalent a 2a-c=3d'oua=2cdoncc=1eta=2

F(x).x

a-1-S-1-9
2 2

2 1 1 2
+

FOX)= X+1 (x+17? x- 2 (x— 2Y
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3.3.Pdles complexes d’ordre 1 (racines complexes)

A(X)

Soit F (X) =
B(X)

une fraction rationnelle de R ( X ), avec deg ( A) < deg ( B) et B(X) comportant des éléments de

la forme (X2+ A X + W) avec un discriminant négatif (racines complexes), alors F ( X ) se décompose de facon

unique dansR ( X):
e x) =A%) 2 A(X) __ aX+h 4 aX+h
B(X) (XZ+AX+)..(X2+AX+p) (X?+AX+ 1) (X2 +AX +4,)

avec a,,b A, 4 €R

Pour calculer les coefficients, on utilise en général, la méthode d’identification.

Cas particulier : racines complexes trés simples ex: x2 + 1 admet 2 racines i et (-i). On utilise la méme méthode
gu’avec les racines réelles.

2x+1

Exemple 1: Décomposez en éléments simples la fraction suivante : F(X) = PN >
X —=2X"+X—

Pdles complexes : i et (-i) on écrit B(X) :(x2+1).(x-2)
Donc DES

_ 2x+1 _a bx+c
F(X)_ 2 - + 2
(x*+1).x-2) x-2 x°+1

(2x+1).¢- 2)_ .k~ 2)_ bx+c).&— 2)
(xX*+1).x-2) (x-2) x>+ 1)
(22+1)_5_, __

(2°+1) 5

Pour trouver a, on multiplie par ( x — 2) F(X).(x-2) =

On simplifie et on remplace x par 2 qui est la racine de x — 2

)

2 2 2 \
Pour trouver b et ¢, on multiplie par (x 2+1)  F(x).( x2+1) = (2x+1).C + 1)= L+ 1)+ bx+c)k+ 1

(xX*+1).x-2) (x-2) x>+ 1)
On simplifie et on remplace x par i qui est la racine de x2+1
(2i+1)_(A+D.(+2)_—-2 5+ 2 .
. - = =-1 =bi+c =b=-letc=0
i-2) ((-2).0+2 -5
Donc F(X) = 2x+1 -1 X

(C+1).(x—2) x- 2 x2+1

X% +X
X+ +2x%+x+1

Exemple 2: Décomposez en éléments simples la fraction suivante : F(X) =

Pdles complexes : i et (-i) on écrit B(X) :(x2+1).(x2+x+1)

Donc DES
2
-X“+X ax+b cx+d
F(x)= = +

OC+1).0C+x+1) x2+1 x2+x+1

Pour trouver a et b, on multiplie par ( x 2+1)

(-xX* +X).(x*+1) _ (ax+b).(x*+ 1), ex+d ).(x*+ 1)
C+D).0C+x+1) (X2+1) X2+ x+ 1)
On simplifie et on remplace x par i qui est la racine de x2+1
(-()?+i) _ (-i+Di _(-i+Di _

(°+i+1) (-1+i+1) i

F(x).(x2+1) =

—i+1 =ai+b —a=-leth=1

Cours Fractions rationnelles 6/13 P2013 Aleth Chesnll



MT19

Pour trouve c et d, il existe 2 méthodes :

1°) méthode

On multiplie F(x) par x F(x).x =

(-x*+X)x  _ (=x+1x L (ox+d)x
(C+1).(0%+x+1) x*+1  x*+x+1
et on fait tendre x vers + oo ce qui équivaut a :

2 3
=X+ X).X ¢ . -xX+D)Xx _ . =X
2( 2) =lim —-= I|m( 5 ) =lim —=-1
xoto (X7 +1).(X"+X+1) x-*= X xote (X“+1)  xote X
. (ex+d)x _ .. oxX?
lim Q— lim

> = —=C qguand x tend vers l'infini 0 =—1+c doncc=1
X — +oo X — +0o0
(xX“+x+1) X

Il nous manque une équation pour connaitre d; on choisit une valeur particuliere simple qui n’est pas un pole de F
pour calculer F

. 1 d .
icix=0 F(0)=0=0==+— doud=-1
1 1

B =X+ X _ox+1 x-1
(X +1).(x*+x+1) x°+1 x*+x+1

F(X)

2°) méthode

On identifie en mettant au méme dénominateur :

F(x) = -X* + X _(—x+1).(x* +x+ 1)+ x+d).(x*+ 1)
C(CH+D.(C+x+D) 02+ 1)+ x+ 1)

) = (-1+C)X® + (-1+1+d X + (- 1+ I+ c X+ Hd

(¢ +1).(x* +x+1)

F(

On résout le systéeme :

-1+¢c=0
d=-1 c=1
c=1 d=-1
1+d=0
2 _ _
F(x) X+ X _ x+1+ x-1

@+ (P +x+]D) x2+1 xZ+x+1

3.4.Pbles complexes d’ordre 2 ou plus (racines complexes multiples)

A(X)
B(X

la forme (X2+ A X + )" avec un discriminant négatif (racines complexes), alors F ( X ) se décompose de fagon
uniqgue dansR ( X):

AX) _ A(X) ___aX+b  aX+b, . aX+h
B(X) (X2+AX+/J)n (X2+Ax+lu) (X2+AX+/J)2 (X2+/1X+/J)n

SoitF (X)= une fraction rationnelle de R ( X ), avec deg ( A) < deg ( B) et B(X) comportant des éléments de

F(X)=

avec a,,b,, A,/ eRetne N*

Pour calculer les coefficients, on utilise la méthode d’identification.
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2 +2x—1

Exemple : Décomposez en éléments simples la fraction suivante : F(X) = m
X' +2X°+

_2x3+2x—1_ax+b+ cx+d
xX*+2x2+1 x*+1 X3P+ 17

F(X)

1°) méthode

Pour trouver c et d, on multiplie par ( x 2+1)2

F(x).0¢ +1)° = (2 + 2x2— 1).2(x2+ 1F _ (ax+b2).é<2+ 1, (:x+d2).(<22+ 1y
(x“+1) X“+1 (x“+1)

puis on simplifie et on remplace x par i qui est la racine de x2+1
2i%+2i-1 = -2i+2i-1 = ci+d douc=0etd=-1
Pour trouver a et b, on multiplie F(x) par x et on fait tendre x vers + co

_(@¢+2x=1x _ (@x+b)x  1x
(x* +1)? x?+1  (x*+1)7°

F().()

et on fait tendre x vers + oo ce qui équivaut a :

(23 +2x-Dx . X! . (ax+b)x . ax?

lim ———=lim —-=2 lim —; = - =a

X — +00 (X +1) X—+e0 ¥ X — +00 (X +1) ¢
_—XX =X o

lim ———=1im =0 quand x tend vers l'infini 2=a+ 0donca=2

X +00 (X2 +1)2 X - +00 X4

Il nous manque une équation pour connaitre b; on choisit une valeur particuliére simple pour calculer F

. -1 b 1
icix=0 F(0)= —=——-doub=0
1 11

2+ 2x-1_ x 1
xX*+2x°+1 x*+1 (X*+ 17

F(X)

2°) méthode

On identifie en mettant au méme dénominateur :

2 +2x-1_ (ax+b).x*+ I ex+d _ ax’ +bx® +(a+c)x+b+d

F(X)= (X2+1)2 (X2+1)2 (X2+1)2
a=2 a=2
b=0
c=2 c=0
b+d=-1 |d=-1
I:()()_2x3+2x—1_ y 1

X2+l X2+l (X*+ 1)
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Généralisation : Une fraction rationnelle peut comporter des pbles réels et des pbles complexes, simples ou multiples.

Théoreme de décomposition unigue dans R (X):
A(X)
B(X)
avec deg ( A) <deg ( B), alors F ( X ) se décompose de fagon unique
type :
a

(X-4)"

SoitF(X)= une fraction rationnelle de R ( X)),

aX +b

dans R ( X ) comme somme d’éléments du

avec A\,a € R etn e N* (éléments simples de premiere espéce )

ou avec A\, 0,3, aetb € Retne N* (éléments simples de deuxiéeme espece )

(X*+aX+p)

dont les dénominateurs divisent B ( X).

Exemple 1 : Donner sur son ensemble de définition une primitive de la fraction rationnelle :

2X2+ X +1
F(X)=—=—3 5
X2+ X+ X +1
Cherchons les poles de F ( X) dans C: — 1 estune valeur évidente

XP 4 X% 4+ X = X 4 A
XD+ xE X%+ 4
@) S
A% =
(]

B(X)=(X+1).(X7+1)= (X+1).(X+i).(X=i)

2X*+X+1 _ a

bX +c

On décompose F ( X ) en éléments simplesdans R (X): F(X)=
2(-17-1+1
On cherche d'aborda: —————=a a=1
((-1)° +1)

1°) méthode

Pour trouver c et d, on multiplie par ( x 2+1)

= +
(X +1).(X*+1) X+1 X?+1

F(X).(X? +1)= {2

(X +1).(X*+1) X+1

X2+ X+1).(X*+1)_ 1K+ 1), bX +c).K%+ 1
X?+1)

puis on simplifie et on remplace x par i qui est la racine de x2+1
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(2i2.+i+1):q_l)'q_l):_zﬂ = bi+c doub=1etc=0
(i+1) i+).4-1) -2

2°) méthode

Puis on identifie pour trouver betc: F(X) =

1.(X*+1)+ X +c).(X+1)_ (+b)X*+ p+c)X + Hc
(X +1).(X% +1) - X +1).X>+ 1)

1+b=2 [1+b=2

b+c=1 {b=1
1+c=1 |c=0

X 1
F(X)= +
X) X?+1 X+1
Intégration ...

Exemple 2 : Décomposer dans R la fraction rationnelle suivante
__XP+7X+9 | a b c
(X+12.(X-2)] X+1 (X+1f X-2

F(X)=

Pour trouver ¢, on multiplie par ( X - 2 ) et on remplace X par 2 qui est la racine de X - 2

F(X).(X = 2) = —%‘Hg: -3=¢

Pour trouver b, on multiplie par (X + 1) Zeton remplace X par -1 qui est la racine de X + 1

1-7+9

F(X).(X + 1)z = — =1=b

Pour trouver a, on multiplie par X et on fait tendre X vers + oo
F(X).X,=-1=a+c doua=2

F(X) = 2 N 1 - 3
X+1 (X+1f X-2

4. Méthode complete de décomposition

A(X)
B(X)

SoitF (X)= une fraction rationnelle de C ( X ) ou R( X).

4.1.Forme irréductible
Chercher si la fraction est irréductible :

0 Calculer les poles de F ( c'est-a-dire les racines de B)
o Vérifier si les poles de F sont des racines de A
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4.2.Division euclidienne de A par B si deg (A) > deg (B)

Si le degré du polyndme A est supérieur au degré du polynéme B, alors on effectue la division euclidienne de A
par B :
A(X)=Q(X).B(X)+R(X)

R(X
DoncF(X)=Q(X)+ (X) avecdeg (B)>deg(R)ouR(X)=0
B(X)
. . o R(X) . _
Ensuite, on décompose la fraction rationnelle ( en éléments simples (sur R ou sur C).
Exemple 1 : Décomposer dans R la fraction rationnelle suivante
X3+ X?-X-3
F(X)= 3
(X*-1)

Forme irréductible : calculons les pbles de F(X) pbles simples 1 et -1

A(1) = 0 et A(-1) = 0 donc la fraction est irréductible.

deg (A) > deg (B) : on divise A par B et on trouve A(X) = B(X).Q(X) + R(X) avec Q(X) = X+l et R(X) =-2
3 2

F(X)= XA X X3 vy 2

(X-1).(X+1) X-D.X+1

DES de la fraction F;(X)

=X +1+F (X)

-2 __a b
(X-1).(X+1) X-1 X+1

RO =

Pour trouver a, on multiplie par (X - 1) et on remplace X par 1 qui est la racine de X - 1

-2
Fil9-X-1) = —=-1=a

Pour trouver b, on multiplie par (X + 1) et on remplace X par -1 qui est la racine de X + 1
-2
Fi(X).(X+1) = —2 =1=b

-2 _ 1,1
(X-D.(X+1) X-1 X+1
1 1

+
X-1 X+1

Donc F(X) =

Et F(X)=X+1-

X3+4X2+ X +2
(X +1)2.(X -1

Exemple 2: F (X)) =

X =-1 Poble d’ordre 3 et 1 pdle simple

:X3+4X2+X+2: a_ b L_Cc d
(X-1D).X+1 X-1 X+1 X+1J K+1§

F(X)

On calcule d’abord a : F( X).(X = 1) = g =l=a

X3+4X*+X+2  a ,_b C d

Puis on identifie : F(X) = X-D.X+1  X-1 >(+1+ (X+15+ X+ T
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(X +1*+b(X -1).(X +1f+c (X - 1).X + 1p+d X - 1)

F(X)=
%) (X =1).(X +1)°
_ (1+b)X®+(3+b+c)X*+ (3-b+d)X +1-b-c-d
F(X)=
(X -1).(X +12)
1+b=1 b=0
3+b+c=4 c=1 2 1 1
F(X):— + +
3-b+d=1 d=-2 (X+1)° (X+1¥ X-1

1-b-c-d=2 |(c+d=-1

5. Récapitulatif
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Fractions Rationnelles
Décomposition en Eléments simples (DES)

_ AKX
. B(x)
v

- calcul poles de F
- factoriser B (poly d°1 et poly 2 avecA < 0)

F(9)

Ot F irréductible ? nor

A 4

A(X0)=O
Simplifier par (x — %))

v

Division euclidienne de A par B
A=B.Q+R

v
F(X) = Q00 +
| 4

R(X)
B(x)

R(X)
DES de (R s’appelle A)
B(x)

A 4
A(x): a_ . b N cx+d N ex+ f
B(X) (X=%) (X=%) X H+Ax+u (X+Ax+p)?

l

FIN

Exemple :
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